


Лекция Т. | р.“ т 
| Наш основной предмет - кольца и модули над ними. В основном ! 
мы будем заниматься коммутативн кольцами. 
Все кольца будут с единицей. 
`.. Г. Примеры и основные 
определения. ` 
В т, Пусть _ Х — топологическое пространство. Тогда С ( Хх) 
‚ есть по определению пространство непрерывных функций на Х 
_ со значениями в поле ( . Операции суть сложение и умножение 
.. функций. > й 
ь ‚2. Пусть К - поле, А]х,,..., х,7 — кольцо многочленов № 
_.0т И, переменных. Заметим, что в. /& = ес (^^ 
7’ 3. Пусть /’ - абелева группа, ий И) по определению 
_ есть кольцо эндоморфизмов ‹ ‚ то есть таких преобразований 
2: о ‚ что (9, + 5%) = 2.(%.)+ #.(=,), | 
(0) =0. Операции: (@ *$ ) (5) = нести бы 
здесь д, Фе Ел/Ги Г’. р. 
Определение . Модулем над кольном А. (сокра- |: 
’щенно А -модулем) называется абелева группа /” вместе с 
_ гомоморфизмом Ф: А -> Еиа, [`. ли 46еД и &<Е!/” 
то вместо 94) (2) обычно сокращенно пищут 24, 
Замечание. Цусть — поле, тогда К п есть в точно 
сти векторные пространства над 
о. Пусть М - модуль над кольцом- А „„ Торла Ех (М). 
шо определению есть. кольцо, состоящее из А линейных преобра- 
зований М > М ‚ Т.е. таких преобразований ф.: М ко 
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_ что 9 _ есть эндоморйизм как абелевой группы и з 
с Ф(ат.) = &Ф(т) ‚ аей, тем. ь | 
> ата те неа Пусть М, и М, - модули над коль-} 


Е 
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цом Д’. Отображение 9: М. —> М. называется гомоморфиз- 
мом модулей, если оно есть гомоморфизм абелевых групи и. ) ый 
Ф (м. т) =& 9(и.1), &<й, т, те М о 
Определение. Пусть А. - кольцо. А -элгеброй 7 | 
Д называется множество. Д ‚ снабженное структурами ды г. 
модуля и кольца, которые связаны следузщими ‹ аксиомами: 
а) @(%.+1.) = тж. 
01 0ы) =) а: МЕД, Же Д | 
Заметим, что кольцо С(Х) из примера Т есть (№ -алгебра, ‘`` 
а К[Гх, ,.,%,„] из примера 2 есть К -алгебра. В дальней ИИ 
шем мы будем заниматься главным обо реа над полем. 
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ТГомоморфизм А -алгебр 4.5 д. есть отображение, 
которое одновременно является кольчевым гомоморфизмом и гомо- 
морфизмом А -модулей. 

Упражнение. а) Пусть д — некоторая А —алгебра. Тогда 
отображение А > 4 ‚фл о ‚есть гомомоофизм колец. | 
Обратно, если задан гомоморфизм колец А-— Д , то на д, 965 
тественно определяется структура А —алгебры. 0) Проверьте, 
что любое кольцо есть уд —алгебра. в) Пусть А — коммута- 
тивное кольцо и М есть. -модуль. Тогда Е"фй М есть 
А ‘-алгебра. В частности, алгебра матриц (ИхИ.) над полем К 
есть И алгебра. | 

Пусть Х - топологическое пространство и ЛЕХ - точка. | 
Тогда отображение (5%): С.(Х)->( , сопоставляющее функции рог 
число $(26) , есть гомоморбизмы  ( -алребр. Обозначим сим |. 
волом брух. С ( х) ` множество всех гомоморфизмов (` -алгебо Г 
СХ) > . мн построили отображение множеств Ф: Х —> Эрит С() 

Предложение Т. Пусть — компакт, тогда У- биекция. | 

Доказательство. Еоли Ф(21) = 9(5) —, то для УРеС(Х) ь} 
Де) =УС) ‚ а это противоречит аксиоме отделимости. (Если на *. 
Х есть метрика, то функция о, 1) разделяет точки в. 
Дч.и 2% ибо #(х4)=0, (5+) = РО, <>) 20 ) Далее, пусть ›„ 
(© $ртС(Х) и «Я Ть®, тогда для любой точки Ре Х су- 
цествует функция + , такая что Р.(Р)О их ()=О Пустьф - › 
такая окрестность точки ВР, что #,(х) +0 ‚ если &Е ба. Мно- | 
жество окрестностей р образует покрытие Х г выберем, конечное |. 
подпокрытие 10, ,‚., Ш. { . Положим 9, (%) № (|= () ф.о) 
(черта - комплексное сопряжение), заметим, что ь Е 8. 
о бр =, “(= ‚ Пусть © =2. 0, . Легко | 

видеть, что ©((0)=0 и 6 не обращается в нуль нах’. Это значит, |. 
что 9 С(Х) и «(4)=((9.0`1) = (6). «(0`)=0. 
Это противоречит тому, что - гомоморфизм колец. и 

Пусть Х - компакт. Для каждой функции { е С(\) положим й 
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теперь на множестве 5ртС(Х)}  топологию. Мы скажем, что мно- 
жество (< бржС (Хх) открыто, если для любого 9 (/ существует 
ый такое $ , что ие (И, СО. | 
в Предложение 2. Отображение Ф` Х->$р»С(Х) есть гомеоморфизм... 
| Доказательство этого предложения мы оставляем читателю в 
качестве упражнения. ) 
Замечание. Мы доказали, что топологическое пространство Х .й 
: чисто алгебраически восстанавливается по кольцу е ( Х ) (по край- , 
1 | 
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ней мере для компактного Х 4 Возникает естественная ицея. 


Пусть Иа произвольная коммутативная. К — алгебра, гдеК - поле. . 


Попытаемся аналогичным образом построить по топологическое 


пространство брт А и затем изучать его геометрическими методами. 


Все дальнейшее есть, в некотором смысле, реализация этой идеи. 
Нам придётся при этом ввести много новых понятий и методов. 
$2. Понятие тачек. | 
Идеалы. . 
Итак, точки компактного пространства Х есть гомоморфизмы 


СС ) > Г. с алгебраической точки зрения естественно заменить 


([ сроизвольной алгеброй. 


_В этом и нескольких следующих параграфах все кольца - комму- | 


тативные, К — фиксированное поле. 


Определение. Точками А - алгебры А ‘со значениями в К -ал- . 


ребре В (или просто @ -точками Д ) называются гомоморфизмы 
К - алребр 4>В. | | 


Заметим, что каждому непрерывному отображению топологических 
пространств У—х естественным образом ставится в соответствие 


) -точка алгебры С(Х) . Ели\> Хость вложение, то 
СХ) > С(У) есть сюръекция. | 


Определение . Ищеалом в К -алребре Д называется 


множество, являющееся ядром некоторого гомоморфизма К —алгебр 


Д = В. | 


ЭквВвивалентное определение . Ищеалом 


в К алгебре А называется всякая аддитивная подгруппа Л со 
свойством ДЛ <. . | | 


| 
Ясно, что по каждому идеалу Л можно построить Я/; —знач- г. 


ную точку К -влгебры А, А > 1 ь А/. называется 
фактор-кольцом. . 
Определение . Ижщеал Л называется простым, если 


фактор-кольцо АГ не имеет делителей нуля. 
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Определение, В - точка алгебры А называется геометрическсй, 
если алгебра В - поле. 


Ясно, что для каждой точки А —Ё ядро соответствующего гомо- 
мортизма - идеал. ан а 
Упражнение. Покажите, что простые идеалы - в точности ядра гомо- 
морфизмов, отвечающих геометрическим точкам. | 
Сейчас мы будем изучать точки кольца мпогочленов К [5» 2]. 
Предложение Ту Пусть К - поле и Ч; К... х,]|- К - гомомор- 
физм. Тогда. существует точка (С1>...©) = К”, что 9(2) = 2(С4›..,бь). 
Доказатедьство. Будем вести доказательство индукцией по М, . При 
И.=О всё очевидно. Далее, пусть (94) = „ тогда $ (2.-%) -О. 
Пусть ] - идеал, порождённый многочленом Ж.-оС . Ясно, что (7) =0. 
Заметим, что кольцо КГ, >= Ир изоморфно кольцу многочленов от 
(И-1) -ой переменной. А именно, ядро гомоморфизма 
— О: КЕжь ож АГ, определяемого формулой 
(94) (5, жи), Жи) есть в точности Л о. Это значит, 
что существует гомоморфизм Ф:К [52 ,... 52] > К , что 9-90. 
Применим теперь предположение инлукции к ® и получим, что существует 
набор (Вл,..., Ви-1) такой, что Ф (2) =$ (<, Вл, АО | 
Смысл этого простого предложения заключается в том, что "обычны 
точки пространства К” отвечают И-точкам кольца К [1,.., =]. | 
Заметим, что ядро любого гомоморфизма К [2% › => Жы] -> К есть максималь. 
ный идеал. Мы сейчас опишем все максимальные идеалы в Ка»... №], 
Теорема. (слабая форма теоремы Гильберта о нулях). 


Г) Пусть К -поле и - максимальный иде- 
ал в алгебре К.-[2е, ..., 261. Тогда фактор 
К [25 ., хи Иу =Д есть поле, причём расшире - 


ние Кс» [5 конечно. | 
2) Обратно, если К<>Д есть конечное рас- 
пирение, то ядро любого гомоморфизма 
К [25 ›.. 27 >04 есть максимальный идеал. 
Прежде, чем доказывать теорему, сделаем несколько замечаний и 
докажем одну лемму. | 
Определение. А — алгебра В называется конечнопорождённой, 
если существует сюръективный гомоморфизм А [29 >. к] —[5 ‚где к - 
некоторое натуральное число. 
Иначе это можно сказать так:. В конечнопорождена, если существует. ^ 
конечный набор элементов Чу, ‚2 ЧК = В таких, что люоой элемент В .. 
представляется в виде О = (41 > `.) Ик) ‚ где р = многочлен с коэффи- 
циентами из. А в ^^ 











к. -5- 
$ и у “ 
Теорема (переформулировка теоремы Гильберта о нулях). 
1 Пусть К - поле и пусть Кс» есть расши- 
. рение полей. Предположим дополнительно, 


Хто Ё ель конециопоротемная К -дл ара, То Паекмарени® Кем коне. 
2) 2ели К <> коне, то д - конлаеоперотенеаи 9 к-а юр ‹ 
Упражнение (на определения). Показать, что теорема и теорема“ 


эквивалентные | | 
| лемма» Поле К(2х) рациональных функций от одной переменной не 


| 
| 
| является конечнопорожденной К -валгеброй; | 
‚ Доказательство. Напомним, что элементами поля КС) служат отношения | 


| многочленов в . Пусть ко конечнопорождено и 2 лье - 
, порождающие элементы Конесть дробь 2:59, Из конечнопорождённости 


©: С2) 
следует, что существует многочлен [9 такой, что 


| = СВ В. > 

: &, "О. Кое 6) «+4 С. мы Ок (© .@ ‘ ы Нк 
Это значит, что существует такое число // › что НЫ 

. , * О... 32°‹.. ь С» 44. 

|" — есть многочленх (ля этого выражение Ч 2/9,» 52) нужно привести к 

| общему знаменателю.) Но это очевидно не так, поскольку в кольце К (2 

многочлены (©... `@:) и Я’ -.'@к+1 взаимно просты (идеал, ими 


порождённый, есть, очевидно, всё кольцо). И 
Доказательство теоремн. 


-доказывать мы будем инлукцией по И, „. При И=О доказывать нечего. далее 
Е ь 
пусть поле / порождается элементами ,,...› Жи и Пусть К (ж) - под 
|. поле /. , порождённое. К и элементом Ху х Поле [4 как К(ж) алгебра 
порождается элементами 92 ,...› Ж„. и стало быть, согласно индуктивному 
предположению, расширение К(х.)<_>Д конечное Мы докажем сейчас, что 

| расширение К <> К(х1) конечно. 

: Напомним, что конечность расширения К(Х) < [/, означает в част- 
ности, что Д есть конечномерное пространство над. К (54) ‚ Каждый 
} 
д 
| 
| 
| 
4 





Ид 










—  олемент Фе определяет линейное преобразование 
А(е): 1—1 (АС) (т) =. т, мЕЁ). 
Если Се К(ха) , то линейное преобразование А(@) кратно единичному. 
Выберем в Д базис и пусть Аль... ‚А» - матрицы, отвечающие линейным 
преобразованиям А(5^), ``. › АСХи) › Земетим, что матрицы А: иА; 
(4565488) перестановочны. Из конечнопорождённости > следует, что 
любая диагональная матрица © (она отвечает А (4), 4ЕК@9) поедстазляется 
| в риде В (Ань йь } ; ТВ р - некоторый многочлен с коэффициентами из К. 
" Пусть теперь а4,...,ам - матричные элементы матриц Де. О 
Из равенства В = Р(Й.›.., Ак) =Е-Т ( Е - единичная матрица, ФЕ К(х,) ) 
следует, что += Ч(@л»-.., им) ‚ где О - многочлен. Мы доказали, 
1 что К(Х4) - конечнопорождённая К -алгебра. 
Заметим теперь, что поле К (СХ) или изоморфно полю рациональных 
:] функций от Ха или есть конечное расширение \ „СОокажите это.) Лемма 
утверждает, что Кос) не может быть конечно порождено, стало быть рас- 
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ши рение К<> КС) конечно. Это значит, что иК=> 4, конечно. 
Мы доказали пункт Г) теоремы {и теоремн). | 
Пункт 2) следует из такого утверждения: пуеть расширение полей 
Ко конечно и пусть {4›..,9,.- конечное множество элементов из. 
Тогда подалгебра в 2 , порождённая //1›..., у. есть подполе, этот 
стендартный факт теории полей мы оставляем читателю (см. Ленга). № 
Следствие. Пусть К - алгебраически замкнуто, тогда множество 
максимальных идеалов кольца К Гж,..., Ж]. изоморфно линейному про- | 
странству К" . я | | 
Определение. Множество максимальных идеалов кольца АД называ- 
ется максимальным спектром А и обозначается ЭРА. 
Упражнение. Пусть К не предполагается алгебраически замкну- ` 
тым. Как описать Зрил {< К Юль. -, Жи] ПА 


= 


Сильная форма теоремы Гильберта о, нулях. | ‚ 
Попытаемся описать устройство всех идеалов в К [261».-.› 26] 
— Сначала несколько общих замечаний. Пусть Д - кольцо и {)  - идеал 


в нём. Обозначим символом ГЛ» подмножество Эрм(А) , состоящее 
из максимальных идеалов, содержащих Л . Множество 1(7} мы будем 
называть множеством нулей идеала Л . | 
` Пусть М - подмножество Зрт (А) . Символом М мы будем обо- 
значать идеал, являющийся пересечением всех идеалов из М всю, 
что ТОМ) >М. 7 
Боли А =К [56...52] , а поле К алгебраически замкнуто, то мно- | 
жество [(]) имеет следующую простую интерпретацию. Предположим, что: 
идеал.Л порождается конечным набором многочленов (@,›...› к) В 
Скоро мы докажем, что любой идеал в Д порождается конечным числом | 
элементов. Мы знаем, что $рР (А) = К”и нетрудно видеть, что тЫ 
есть в точности множество всех общих нулей многочленов И . 
ы Ботественно задаться вопросом: Как связаны идеалы / и 1). 1 
Цтобы ответить на этот вопрос нам понадобится одно общее определение. Г 
Определение. Пусть Д -— кольцо и ] - идеал в нём. Тогда ради р 
калом Л называется идеал =(Л) , состоящий из таких элементов А , | 
для которых существует натуральное число м такое, что Е] | 
(о) называется радикалом. 


Теорема(сильная форма теоремы Гильберта о нулях). 
Пусть К - поле, Л -идеал в И Рае] 

Тож аа НЫ в | 

Доказательство. Пусть # Е] и М - мексимельный идеал, содер- 
Яаший 7 . д=К Жи хи] М, есть поле и стало быть образ { при _ 
гомоморфизме К [4› .-. ›Хи]-> [> равен нулю. а 

Мы показали, что фе М и, значит, = (3) КЛ к 

Цусть теперь ре Т()) и при люоом натурельном И РЕ] . пусть 
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Ё-КЬ., хД /Т ‚аф- класс элемента 2 . Множество б= НИ, 
есть мультипликативная ‘система в В. Локализусм относительно этой мульти 
пликативной системы, т.е, ‚ОВ Ея алгебру В СИР 7). Напомним, что ее 
элементами служат дроби -9 = › причем =. ›, если о в" . Поскольку 
“О при любом к, то в) - и. алгебра. /в а случае 
она состояла бы из одного о Алгебра В 4/7) конечно порождена, она 
порождается элементами. ху,...,х,., ИР . Пусть ый - максимальный идеал 

В В (2). Из слабой формы ВЕ ТЕ о нулях вытекает, что поле 
РМО (р т. Л. конечно над К, Рассмотрим теперь следующую цепочку т 
ИЕМОЕЯ С о И К, а]/Т СР) — 

Ядро композиции этих томоморфизмов есть максимальный идеал, содеоканий 
.. те лежит в этом максимальном идеале. Но это противоречит тому, * 


- 1$), 


Пусть поле К кигопраичости замкнуто и. - идеал, порожценный конечным. 


_пабором многочленов ы 2 м . Пусть Х< К" - множество общих нулей 
многочленов В, Г Р. и й обращается в нуль во всех точках Х. Тогда. 
ет {ествует такое натуральное число п.и такие многочлены а № МПО 


| 
1 
а 
+ 
1 
} 
} 


>, РО. =. Это - классическая формулировка теоремы т илберса о нулях 


ря кольца А мы будем называть"хорошим", если ОЛ) = о полу- 
чили, что отображение множества, "хороших" идеалов кольца р 
множество подмножеств К” /К мы опять считаем алгебраически замкнутым/ 
инъоктивно. Иначе. говоря, а идеал восстанавливается по множеству 
своих нулей в «Эрье о г. 


В заключение этого НЫ мы приведем основное свойство идеала чай, 
Предложение вю. Т/ ко{ А есть пересечение. всех простых идеалов в А. 
2/ если 1 - ицеал в А, то *(7) есть пересечение всех простых идеалов 
кольца А, содержащих ] › 

Доказательство. Пункт 2 следует из й /нужно поименить Т к кольцу 
й т Докажем теперь Г. Пусть Ю - пересечение всех простых идеалов в А. 

-первых, В >чоАА .`Это почти очевидно, поскольку если в о и Ре 
простой идеал, то —- ф в кольце А/Р равен О, так как в А/Р нет ниль- 
потентов. Значит, фе ВР . Теперь предположим, что (=. и [ ЕО при лю- 
бом натуральном и., Рассмотрим мультипликативную систему а а И 
локализуем по этой системе. В кольце А (44) выберем максимальный идеал Р 
и пусть |. - поле А (4/2) /Р . Напишем цепочку гомоморфизмов 


А А(ымР) —> АННУР — 


Ядро сквозного гомоморфизма, А>Ё есть простой идеал, и { в нем не летит 
| / пойствительно, { - обратимый элемент кольца А?) и не может принадле- 


хать максимальному идеалу Р/. Противоречие. 
Заметим, что ор Гильберта” ИЕН МЫ ПН используя 





Ва 
аналогичный трюк. Только там мы дополнительно имели, что а конечное 
пасширениз К и, стало быть, ядро (-=>[. есть даже максимальный идеал. 
Замечание, Пусть К - поле и {] - идеал в алгебре я ее 
Тогда идеал ж.(Л ‘совпадает с р онеНиОм всех максимальных ицеалов, со- 
держащих м ь . 
Замечание. Бывают такие кольца А, что мА не совпадает’ с пересе- 


‘чением всех Максу альных ицеалов,, к. 


й $. 3. НЁЕТЕРОВЫ КОЛЬЦА 

Определение. Кольцо А называется нётеровым, если любая возраста- 
®щая цепочка его идеалов л<Л< Л. <... стабилизируется, то есть существу- 
ет номер ^. такой; что Л. ‘= 7. при >в Е 

Предложение /эквивалентные определения И Кольцо А’ 
нётерово тогда и только тогда; когда выполняется одно из следующих требо- 
_аний: Т/Любое непустое подмножество идеалов в А- обладает максимальным 
элементом, ю/ Любой ицеал в А конечно порожден. | 

Доказательств о, Пункт 1 очевидсн, ибо если существует множе- 
ство идеалов без максимального элемента, то в нем можно выцелить Воряв 
тающую цепочку ДТ <... ‚, которая не стабилизируется. Докажем ©. 
Пусть / - идеал в А. Рассмотрим множество 2. конечнопорожденных идеалов, 
содержащихся в Т. Ясне, что 2.28. Пусть я - ‚максимальный элемент в?.. 
Воли Л] ; то выберем в множестве. У элемент х и рассмотрим идеал у 
порожденный аа и элементом х. Идеал ий конечнопорожден, стало быть д не 
максимальный - противоречие. Обратно, пусть А идеал в А конечнопо- 


рожден. Рассмотрим цепочку идеалов = <... и объединение ] этих 
идеалов. Идеал ] порождается элементами 2№.,.., ж , и ясно, что все 
“ри элементы принадлежат какому-то идеалу о а ПОВ во 


-} Определение... Модуль М над кольцом А называется нётеровым, если 
`льбая цепочка. подмодулей М, < М, <... ‘в’М стабилизируется. 
ИП редложение. и Если модули М; И м: нётеровы, то и модуль М, ФМ, 
ндтеров. 
4 2/ Если модуль М нВтеров и Н - подмодуль М, ‘то модуль г нётеров. 
` З/ Любой подмодуль нётерова модуля нётероз. 
4/ Модуль М нётеров тогда и только тогда, когда ‘любой его подмодуль 


’ конечно порожден: р . : т. 
Д оказ 8 т. ы ЛЬСТВ о, этого предложения МЫ Ор читателю. 


Предложение. Кольцо А нётерово тогда и только тогда, когда, ‚ любой ко- 
нечнопорожденный А-модуль. нётеров. рт 
Доказательство, Пусть М - - свободный А-модуль с одной образую- 
м 


щей е. Легко видеть, что подмолули М суть в точности подмножества в М 
вица Те ‚ где Я - ицеал в А. Таким образом, кольцо А нётерово тогца и 


В нак кв, 








И аа ис Ве 
Я то о но 


ое, 





В. 
— . 

только тогда, когда. нетеров свободний А-мопуль с одной образующей . 1- 
теровость п®следнего влечет за собой /см. поедыдущее предлох ениз/ нёте- 
ровость любого конечнопорожденного А-модуля Е, м: Н представляет- 
ся как фактор свободного модуля. 

Без доказательства приведем еще два простых свойства нётеровых колен 
(проверьте их!/:. з 

ТА - нетерово кольцо, 7 = идеал в А, тогда, кольцо А/у нететово. 

2/ А - нетерово ‘кольцо, 5 - мультинликативная система, тогда 5 ТА 
нетерово кольцо. : 


Теорема Гильберта о базисе . Пусть А - нетерово кольцо. Тогда кольцо 
м м нетерово. 

_ Доказат 6 льство. Доказывать будем индукцией по и. Кольцо А не- 
терово, значит, при и=0 всё в порядке. Теорема будет доказана, если мы 
покажем, что кольцо. В [=] нетерово, если нетерово кольцо В. 

Пусть } ‘- идеал в кольце В). Покажем, что Ф допускает конечную 
систему образующих. Рассмотрим в В идеал У: ‚ порбжденный старшими коэф- 
фициентами многочленов и В я выберем конечную систему образуютих 
т те и пусть 4. - и. о многочлена Р? . Пусть № - 
максимальная из степеней многочленов а: ее . Воли @< } - много- 
член степени > М, то, очевидным и _ можно ООВ такие элемен- 
ты @,... 6, из В, что старшие коэффициенты у @ иу мног а ы 


А. се и 
5 еРх ‚у а" одинаковы. Иначе а бец а 


Е: АЯ г 49 2 
= =. @ . Многочлен 6 =@- 2.4,Р. т у лежит в / и еслиу то. 


применим к нему ту же конструкцию. Повторив. это должное количество аз, 
мы получим, что @= 2.6.Р +09, ‚Ке Вы , беТ М » 


Пусть У - множество многочленов из т степени м ь Нетрудно видеть, . 
что У, - конечнопорожденный В-модуль /кольцо В нетерово, а Чу - нод- 
м. В-модуля В®ФВь Ф... ФВх^ /, Выберем в / систему образую- 
щих 5... 5% « Множество р. ‚_.Юк, Фа, --- 3+! = Система образую- 
щих идеала \ . Теорема доказана. И у | 

Следствие. Пусть А - нетерово кольцо , а В - конечнопорожденная А- 
алгебра. Тогда В - нетерово кольцо. | 

Доказательство. Кольцо В есть А-алгебра, это значит, что задан 
гомоморфизм Ф \А— ка. Конечнопорожденность означает, что в В можно 
выбрать множество & ,‚._, („ такое, что В как кольцо порождается мно- 
жеством 4,,.^,6„ И В.Ф ‚ Определим гомоморфизм ф! Аф,, „1 —Ь, 
полагая Фоы) =; И ФА = ф. Гомоморфизм ф сюръективен и, стало бы 
В есть фактор нетерова кольца Ар... Жи. 1 по некоторому идеалу.. Значит, 
В нетерово. ь | 


} 

} 
и 
ре 





Гильберт придумал всю науку, которую мы сейчас изучаем, для целей 
теории инвариантов. Мы приведем одно простейшее утверждение из этой 


и 


теории. | ме | 
Пусть С - конечная подгруппа группы С1, (и, К) ; тде В. = поле. 
Группа б- действует автоморфизмами ‘на алгебре И [34 ‚|. . Более 
точно: каждый элемент © групиы б- определяет отображение о т 
к[х м | й а Р(Х)=Р (97%) 
—>К[1.›...Х,| . Многочлен .Р есть Функция на. К’, и Я (. 9 И 
й —: о = 
где ХеК . Легко проверить, что Я - автоморфизм и что 919.594 9. й 
(91, 960) . Многочлен _Р называется инвариантом, если аР-Р для 
любого деб` . Множество инвариантных многочленов образует К-подалгеб- 


т 


ру алгебры Куно у которую мы будем обозначать символом 


[К[х., :156»)° к и | ре : 
Теорема. Алгебра. [КЁ > ж]] конечно порождена, в частности, 
она является нетеровым кольцом. | Ще А 
Нам понадобится следующее общее. ь ^ | 
Предложение. Пусть (< ВС - некоторые кольца. Мы предполагаем, 
что А нетерово, С конечно порождено как А-алгебра и С конечно порождено 
как В-модуль. Тогда В конечно порождено как А-алгебра. В частности, В -_ 
нетерово кольцо, © т . 
Доказатель ство. Пусть элементы Х., -.. › №, ‘порождают С как | 
А-алгебру, а Ч1> `` > Ук  ПОрождают С как В-модуль. Тогда 
бе = 2 4 чу (5468) и. 
44; = 2. Воже ме (вк еВ) И+++/ 
Обозначим символом Во А-подалгебуу в В, порожденную элементами бе; и 
бек . Из равенств /+/ следует, что С порождается элементами 4. „.,, 4, 
как 6,-модуль. Действительно, каждый элемент @. из С представляется в. 
— виде (чл, а, ж) › где С - многочлен с коэффициентами из А, Каждый 
2: , используя /+/, выразим через \/и,..., У». и получим, что 
аз@, (Чи) с коэффициентами из В‚. Отсюда, ввиду /++/, вытекает; 
22$. Че, 5 ед. 

Тепезь, Ри - конечнопорожденная А-алгебра, стало быть, В, - нетер”: 
кольцо; С - конечнопорожденный Вь-модуль, а В - его подмодуль. это зна 
чит, что В - конечнопорожденный В.-модуль. Воли ©...  - его 0б- 
разующие, а В. ›..Вы  - образующие В, как ДА-алгебры, то очевидно, 
что множество «(лу Си, Ва». .,Ву ‘порождает В.Предложение доказано . 

Доказательство теореми. Применим предложение к следующей . 


| и С = ы | 

тройке колец: К<[КЕх....., Е _. Теорема будет 
доказана, если мы прозорим, что кольцо К[Ж,,:., Я конечно порож“ 
дено как 18 д /! -модуль, Это стандартный факт теории Галуа, 


но мы все хе воепроизаедем цоказательство. Возьмем многочлен Де и по- 


рвов ото еее: ар пеши иены ад шаль ши ешь 








дла фотоны д ани р 





и? 


действуем на него всеми элементами -`опиы &-. Образуем полиром Р от 





ее 


: ИГ | р 
^ — И Е бе. 1% — х 
к менной Ё: Ре т (Е г) и ПТО оудно убедитьел, что ко- 
эго корень..9то значит, 


эс’ ичиенты этого полинома - инваоианты и х. 
что пля - =числу ор в групге @ 
-4 


ео В, : ; —_ 3, 7 ее 
уе В | 
Уз этого вытекает, что элементы 2/'2:,®... д ПОВ а сое 


порождают ке. сова] ВАН ес а хе” модуль. Теорема доказа- 


на. 
Модули над КоМмутативными кольцами и алгебрами 
Мы начнем с одной очень важной характеризации радикала. 
Спределение. Радикалом и кольча А /обозначение =(4)/ =а- 
зывается пересечение всех максимальных идеалов в А, 
Рапомним, что «ФА - радикал А - есть пересечение всех простех 
идеалов. 


Предложение Нананмай. Для любого ицеела < А следующие "слозия 


ООБНОСИЛЬНЫ. 

1/ имеет место включение 4 < х (А) 

2/ равенство ЛМ = М , где М - конечнопорожденный да т 
возможно только при М=0. 

Доказательство. 2/=>>Т/ очевидно. Действительно, пусть #ь - 
максимальный идеал в Аи М=А/».. ЛМ=мМ = ЛМ =0, а это зкачио, 
что ЧС их и, следовательно, ] < < (А). 

[/>2/. Пусть (ее * (А). Тогда @ лежит в кажпом мексималънох илеа- 
зв А, следовательно, {-&. не принадлежит никакому максимальному 
цвалу, а это значит, что Д({-&) =Д /здесь А (4-9) - ипеал, по- 
оожценный 1-4./. Получаем, что {-а.)- обратимый элемент кольша А, если. 
&=«(. Пусть теперь < « И)и М - модуль такой, что ДМ =М . Пусть 
2. х.,...,2и. = влементы, порождающие М, причем 3%, не есть лизеЕй: 
комбинация 2.,..., 2. /в противном случае 2%, из 
можно ИНТЬЙ Однако М = М, значит, . = раах: ‚ ще еж (А), 
отВуда 2 = (1-0 2так: . ОЕ 

(22, 
Функторы Ном, ® , язык категорий 

Язык категорий /самый элементарный/ предполагается известным. 

Пусть В - кольцо /не обязательно коммутативное/. На категоэии 5- 
мопулей определен бифунктор Ном. Это значит, что любым двум В-модуляь 


М; и М, ставится в соответствие абелева группа Ново (Мь, М»). Этот бх- 
м 


функтор ковариантен по втооому аргументу и контоаваоиантен по пеов вв $. 


Это означает, что кажцому гомоморфизму модулей М-—/М, отвечает гоно- 
мов изм Ноик. (ММ, ) -> Коюс (М,М.). Аналогично, гомомор’изму // —> М» 
отвечает гомоморфизм Кэм (МЬМ) — Мк (М, М.) 


= < 





системы образующих 


Ре чб етих зы 





= 2 - 


Пусть телерь М, - правый В-модуль, а М, - левкй, Бил пинейног боо- 
мой на М, и М, со значениями в абелевой группе Н называется отобъаже- 
ние ф ‚ которое ставит в соответствие паре элементов (4,#} ‚ аеМ, 
ф= М, ‚элемент ф@.%4)е Н , причем 

Т/ Ф (4 -а,, *)=. Фи, 8) = Фа», #) 

ф ©, @ +4.) = фа) + фра, 6) 

2/ фам, 8) = фа, хё); аа, М,, %,6,66М., хеВ. 

Определение. Группа М, ФМ, определяется как Фактор-группа 
Е/$ ,‚ где Г - свободная абелева группа.с образующими её /то 
есть базис группы Г находится во взаимно-однозначном соответствии с 
множеством М, ХМ, /,. © - подгруппа Е, порожценная элементами 

@+4,)® 6 - а. - ча-юб, 
4 ® (4+$,) -оа в - ав 6., 
4ах®6 -а=фх@ — для всех @,4,а.е М, $4,6. М, хеВ, 

Заметим, что определена билинейная форма на М: и М, со значениями. 
в М, ®М, ‚ ставящая в соответствие паре @,$) объаз элемента @®6. 
при гомоморфизме -Ё” — Ме, . Этот образ мы будем АВЕ также 
де. 

Предложение. Пусть  - абелева группа. Множество всех билинейных 
форм ка М‚, М» со значениями в Н канонически изомор@но множеству го- 
момоофизмов абелевых групп Нок. (М@М,, Н). При этом изоморфизме 
отобоажению ф` ставится в соответствие гомоморбизм 4.@$ => ф(@,#). 

Доказательство сводится к сравнению данных определений. 

Предложение. Отображение, сопоставляющее двум модулям М, М, абе- 
леву группу М. ®М, ‚есть ОЕ тОВ, зовариантный по обоим аргумент 

Это очевидно. . 

Примеры. = 

1/ Тензорное произведение модулей над полем - это обычное пооиз- 
веление векторных пространств /при котором размерности перемножаются/. 

2/ А - кольцо, Л и р -ицеалы, тогда А/]. ® А/Т, = А/сд.т,), ге 
(л,Л)- пересечение всех илеалов, содержащих ИТ, . В частности, 
тензорное произведение 2. -модулей бити Вит равно нулю, если ре и 
к. - взаимно простые числа. 

Пример 2| вытекает из следующего более общего факта. 

Предложение. Пусть М - модуль и У - ицеал вА. Тогда 


МФА/У = М/М ‚ 

Доказательство. Определим отображение ф; МеА/Т —> МИ/лм вор- 
мулой к @а. => ам , где мЕМ , аеА, & - элемент А, лежащий в 
смежном классе д. . Легко показать, что ф корректно определено. В част- 
ности, Ф(ив а, не зависит от выбора в. _ Заметим, что модуль М порожда- 
ется /как абелева групла/ уже элементами ^®7Т , где /’- класс еди- 


ницы в А/) , причем м ® 1=0 , ели меЛМ. Из этого следует 
ь . 3 . р В Ин 


) 


НЫ) 








ф - инъекция. Проверку сюръективности $ ны оставляем читатет. 
Переформулировка леммы Накаями. Идеал /< А лежит в фепикале 
Диекобсона А в том и только том случае, если для любого модуля МЕС 

МФА/Т+О . | 
Важное определение. Пусть ф.: А-—>В - гомом морфизм ко- 
лец и М - А-модуль. Кольцо В следующим объазом наделим структузой А- 
модуля: а 6 =ф@).8 &еА ‚ в=В , где слева умножение мопульное, 
= справа - кольцевое.. Тензорное произведение В ® /М /как двух А-мо- 
дулей/ т структурой В-модуля, полагая $ (6% ®м) = @б @т , пЕМ 
& 4, ЕВ. Ны будем писать Ве м для того, чтобы подчеркнуть, что 
тензорное произведение: берется над А. 
Соответствие М =—= В®М есть функтор из категории А-люолулей 
в категорию В-модулей..'Этот о называется а прямого об- 
— Снова вернемся к коммутативным т Е. что: 
Т/ Любой левый модуль над коммутативным кольцом одновременно яв- 
ляется и правым `/с той же модульной структурой/. 
2/ Если М - мопуль над ДА, то умножение на элемент кольца А поея- 
ставляет собой энломорфизм мопуля М. | 
Из первого замечания вытекает, что над коммутативным кольцом 
определено тензорное произведение двух левых модулей. Далее, пусть 
М, и М, - два -модуля. Из второго замечания и функторкальности тек- 
зорного произведения Вытекает, что каждый элемент А определяет го в 
= гот®изм М, —> М; и, стало быть, отображение М. ЯМ, —> М, ® М, . Легкс 
поверить, что таким объазом мы получаем на!) структуру А-модуля. 
-’ Под действием а-ЕА элемент :®х, переходит в вх ®@х, = бад, . 
| Тенздрное произвецение нескольких А-мопулей определяется так: 
ыы _ М @М,® ... ®М, =(.М. М.) ®М:) в... ) ® Мк 
/при друпой расстановке скобок получится изоморёный модуль/. 
В случае коммутативного кольца структуру модуля т. и 
группа гомоморфизмов. Ком (Мл, М2). Именно, для ф < Нок (4, М>) 
и аеД полагают. (&ф) (№) = д. (фе) = фах), кем. 
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`$3. Модули над коммутативными НолЕНаМИ 
с теометрической точки зрения’ 


прежде всего мы введем один очень важный класс модулей /все модули 
мы будем считать конечнопорожценными, не оговафивая этого каждый оаз/. 
Сформулируем три очевицных свойства модулей над самым простым коль- 
цом - над полем К. 
Т/ любой К-модуль свободен. 
8/ Любой подмодуль свободного К-модуля свободен. 
. 3З/ Пусть РВ - свободный К-модуль и Р= @ФХ , тогда мопули @ и ь 
свободны. + 

Пусть’ теперь В - кольшо /не обязательно коммутативное/. Совсем пос- 
сто доказать, что если любой В-модуль свободен, то В - тело /любой не- 
нулевой элемент из В обратим/. Ясно, что если для В выполняется 3/, 
справедливо и 3/. 

Задача. Эквивалентны ли условия 2/ и 3/ ? 

/Если В=2. или В= С[>1 , то 1/, очевицно, неверно, а 2/ и 3/ вн- 
` полняются./ 

Задача /трудная/. Выполняется ли условие 3/ для В = С[х,9] ? 

Опоеделение. Модуль Р над кольцом В называется проективным, если су- 
цествует такой модуль (, что РФ@ —- свободный модуль. 

Иначе говоря, проективные модули суть прямые слагаемые свобопных. 
Проективные модули по своим свойствем имеют много общего с конечномет- 
ными векторными пространствами. 

Препложение. 1/ Пусть Р - пооективный мопуль и 0>М. М, -=М,-=0 
- точная последовательность В-модулей. Тогда точна последовательность 


/=/ 0 — Но». (РМ, ) — Ноьл. (Р, М») — Нож. (Р, М.) 0. 


ю/ Обратно, пусть Р - такой модуль, что для кажцой точной а: атель 
ности ОМ, —> М, —=М, 20 точна последозательность /ж/. Тогда 
Р проективен. 
Доказательство. Если Р - свободный моцуль с к образующими, то 
Не»-(РМ) = //ФМ®Ф.._. ФМ . Таким образом, если модуль Р свобо- 


к "РЗ 
ден, то последовательность /ж/ очевидным образом точна. Пусть свободен 


модуль РФО . Заметим, что Неро (Ре@ И) = Ве” (РМ) Ф Нок. (@,М). 

Это значит, что точна последовательность 0 -—> Но» (В, М,) Ф Но. (@,М,) — 

—7 Не (Р. М.) ® Ко» (@®, М, ) ев Но (РВ, М ) Ф Но». (©, М) — 0. 

Эта последовательность есть просто сумма двух послецовательностсй: 
О-—> Нк (Мо —ъ Нек (©,М,) —> Нк @, М, 1-= 0. 

Мы получаем, что точна каждая из них. Пункт Т/ доказан. 
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2/. Выберем в Р систему образующих 1,,5,.,..., жи . Пусть М - сто- 
бодный модуль ранга ки ф: М->Р есть отображение, переводящее обо=- 
‚зующие М в %,х,,..., хх . Напишем точную последовательность О—М—> 


— М Ро до М - ядро ф. Точна послеповательность 
Л=/  о— Но». (ВМ) —> Иж. (ВМ) Я: нак (ВР) 0 
В частности, отображение 9х является эпиморфизмом и тождественный го- 
моморфизм Р-=Р есть образ какого-то гомоморфизма %: Р->М. Из того, что 
фех, = р ‚ вытекает, что об есть вложение и М= Меё-«„(Р) , т.е. Р есть 
прямое слагаемое свободного модуля. Предложение показано. 

Задача. Опишите все проективные модули над кольцом /Ф\5#,. 

Замечание. Предложение Г означает, что пооективные модули имеют чис- 
то категорное описание. Это значит следующее. Каждому модулю Р ставится 
в соответствие набор абелевых групп Но». (РМ) и набор отображений 

_ Нек-(Р. М.) —= Нов, (Р. М»), которые отвечают гомоморфизмам М, М, . По этим 

данным, пользуясь предложением, мы можем выяснить, проективен мопуль Р 
или нет. По этим данным, вообще говоря, нельзя узнать, свободен ли мо- 
дуль Р.Постарайтесь построить соответствующий поимер. _ 

В стандартных учебниках проективные модули определяются обычно кеско- 
лько иначе. А именно, модуль Р проективен, если пля любого гомомор®изма, 
4: РМ и любого эпиморфизма в, ММ сутествует гомоморгизм 


(:Р-З>М такой, что ВТ=% = а 
/М , М - произвольные 7; в 
модули/. ММ — 0 


Задача. Докажите эквивалентность этого определения проективности 
нашему. 
Пусть теперь Х - топологическое пространство. Мы будем считать Х хо- 
— рошим, Т.е. хаусдорфовым, связным и т.д. Пусть А=С.(Х)- кольцо непре- 
рывных функций на Х с комплексными значениями. Баша задача сейчас - опи- 
сать проективные модули над А. | 
Наводящие соображения. Пусть М - свободный модуль ранга к. 
Его элементы - наборы из к функций на Х. Иначе говоря, элемент молумя 4 
- это непрерывное отображение Х-> С*^ . Пусть У= Хх С°, 1, У->Х, 
т: у С” - проекции у ва первый и второй сомножитель соответственно. 
Каждой Функции ф:Х—> (С“ поставим в соответствие отобъажение Ф: Х—У, 
фе) = (х, 96) . Ясно, что композиция 7 * Ф = &ё ‚, гле 2 - тожле- 
ственное отображение Х ->Х. Обоотно, кажпому отображению $; Х-?У тако- 
му, что Же $ = 244 , поставим в соответствие отображение 75° $ ; Х\—= @^. 
Смысл изложенной только что конструкции заключается в слепуютем. 
Каждому свободному модулю М мы поставили в соответствие геомотрическое 
образование - отображение: двух топологических пространств 9, УХ, 


та 
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при котором прообраз любой точки из Х есть линейное пространство, 
Обратно, по такой геометрической картинке воостанавливается модуль. 
Перейдем теперь к точным определениям. 

Опрецеление. Отображение двух топологических пространств & УХ 
называется комплексным векторным расслоением разметности к, если 

Т/для любой точки хеЕХ на прообразе #9 задана структура к-мео- 
ного комплексного векторного пространства; пространство ®`Х) называет- 
ся слоем расслоения. 

2/ для каждой точки хеХ существует такая окоестность [8х и го- 
меоморбизм (> ЦхС*^ , который для любой точки 4<И индуцирует 
изоморфизм векторных пространств = ) — и. 

Мы будем говорить в этом случае, что над пространством Х задано век- 
торное расслоение Е : 

Определение. Сечением расслоения % называется непрерывное отображе- 
°ние $:Х—У такое, что &еб = 4 .. 

Множество всех сечений расслоения = будем обозначать символом $ (Е) : 
Множество Г\ (Е) естественно наделяется структурой А-модуля. А именно, 
Т/ если $; и$»› - два сечения, то $5,5, по определению есть сечение 
$45: Хх у (@+5.)(х)=5/) +5269 /сумма двух векторов пространства 
$129 /, 2/ если <А и$ - сечение, то (#5) 69) =#69.5 / произведение 
вектора $(%) на число #(2) /. 

Определение. Расслоение =: УХ называется тривиальным, если су- 
ществует гомеоморфизм /—> Х х@* ‚ индуцирующий на каждом слое -Н®) 
изоморбизм 8“) = СК. 

Залача. Если расслоение  стривиально, то модуль Г(Е) свободен. 

‚ Предложение. Если Р - проективный А-модуль, то существует такое рас- 
слоение & над Х, что Р-= Г”). 

Доказательство. Проективный модуль Р есть прямое слагаемое в 
некотором свободном модуле М=Г(»), где ) - тривиальное //-мерное 
расслоение над Х, М =РФЦ. Пусть хех ий (х) - идеал в кольце А, со- 
стоящий из функций, обращающихся в нуль в точке х. Как нетрудно видеть, 
М/тём == ОК и С“= Бор $ 9/а . Простренство МИмбфМ = слой 
расслоения `) в точке х, а РИнбоР - подпространство этого слоя. 
Пусть у - теоретико-множественная сумма пространств Р/-Р по всем 
ХЕХ и <: \-Х - естественная проекция. Докажем, что - и есть ис- 
комое расслоение. Выберем в пространстве РИ-оР базис & ,...) к , 
а в пространстве С/и(о@ - базис Ви)... . Пусть @, ... ©» - 
элементы модуля Р, проектирующиеся в &{,.. ‚› &; при проекции а 
—Р/^ ор и пусть бен '' 2, - элементы @, пооектирующиеся в 4 ,.. 
т ‚ е, при пооекции в —Срыа . Сечения ое 2 суть сечения 
тривиального расслоения `У ‚ т.е. непреоывные Тункции Х—> С", поичем 
е4(х),.-., ©, - базис в ух) = С“. Выберем в СМ базис, Вехтооы 


НОЧИ ыы 2 фара ВЕ ОЕ ЗЫ 


о Ы 
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е. (9), А ‚ @ 4) составляют МАИ -ма атоину. Определитель этой ‘изт- 
рицы - непрерывныя функция на Х. Следовательно, существует такая окогст 





ность точки х р ‚ что векторы 2), . >29) линейно независт:^ тля 
любого 2 Их. ие вектофы 61 4/7, . з В лехат В РИ рр „> в бк, 
бий? — в Ом, . Поэтому рр та ГАР в СИ 





= бе б/ы@. и говоря, с» В "= локально постоянная #у 
на Х, т.е. постоянная, поскольку Х связно. Зведем на у топологий под- 
пространства Хх (^^. Рассмотрим подмнох ‘ство ле м 

..е/ задает отображение а О > хс , 92 ое = в, в. 
являющееся гомеоморфизмом. Мы показали, что в \-—Х действительно есть 
расслоение. 

Каждый элемент СР определяет сечение $ расслоения &, $5Х}- <) 
где „д, - проекция > Р/.хР : Определено, слеловательно, вложение | 
р -- (Е) . Моцулю & можно поставить в соответствие расслоение и 
такое что Гр =Г его и ( вложено в о Итак, Р= Гл, & =. 
Предложение показано. 

Предложение. Пусть Х - компактное пространство и & - векторное фас- 
слоение над Х. Тогда РСЯ - проективный А-молуль. 

/Замечание: Х можно считать не компактным, а, Скажем, паракомпактным. 
Предположение о компактности Х упрощает доказательство/ 

Доказательство. Мы покажем, что [”(<) есть прямое слагаемое 
свободного модуля. | 

У каждой точки хс/Х выберем окрестность ., так, что расслоение 
=) -=2 (0, тривиально. Это можно слелать в силу условия 2/ из опре- 
ры расслоения. Окрестности ({, образуют покрытие Х, из кототого мы 

‘выберем конечное о лось СОны: м. ПУТЬ 9% ‚- функция на Х та- 

кая, что Фи = а если 94: И ЧЕ а + если узи: . Существование 

такой функции а некоторЕми теоремами общей топологии /если 

хотите - докажите!/. Пусть 6: :& Е: ) >42“ - композиция гомеоморвиз- 
ма (Ц: > (( х(?“ и проекции на второй сомножитель. Ясно, что ото- 
а в: ЕЦ; „©“ продолжается до непреривного отобрахения 

В С Пет 6 и О: С а 


Базис 


< 
отображение, компоненты которого суть а 
есть линейное отображение, вкладываюлое & “=; в“`“"; Зададим тепер 
(^^ ормитову форму и обозначим }”б5) ортогонэльное дополнение ма 
Пусть \= (С ®. Очевицное отобраление а ->Х является раеслоением, 
обозначим его буквой | . Заметим, что О 1 ‚и! есть свободный А-мо- 
дуль ранга нк . Предложение показано. 

Задача. Коли Ри 0 - проективные модули, то РС, также проектувни? а 


модуль. Пусть Р=| Г(Е) ‚ «Ге. Какому расслоению 2% отвечает мопуть га; 


е ИЕ 0) ее, 


В 


в 
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т алгебраически замкнутое поле 
\ 
Градуиоованные алгебры и модули. Проективный спектр. 


1. Градуированной алтеброй называется алгебра, представ- 


ленная в виде прямой СУММЫ 


А= А.А, ®А,®.... 


так, ‘что если де Д,, (ЕД О Е. =) : 

фоли де А; то мы будем ет ие А=С. 

1) Пусть А= бе — алгебра многочленов. Тогда. 
Д-Ф А: ‚ тще А, — пространство многочленов степени И 
2) Пусть А — алгебра и У — идеал в А . Построим гралуи- 


. рованную алгебру 


не, ® у.е 7». 


Умножение в алгебре А т определяется следующим образом. 

Пусть АЕ И Е-4, [а ТИ: 6 ,. С - смежный 

| класс отвечающий элементу Ав а и — смежный класс, 
отвечающий Е . Тогда множество & та составленное из произ 
ведений хч } ео ЧЕ лежит, как, те видеть, в не- 
котором классе ‘смежности ой ь по т (проверьте 


ее +6 -{ 


это! ). Соответствующий элемент Иа и есть по 


определению д% . вли Д= | Ре и | и ] <= идеал, 
состоящий из многочленов, обращающихся в нуль в начале коорди- 
нат, то А. - градуированная алгебра примера 1. 

3) Пусть (иа,. ›м,) - набор неотрицательных целых чисел 
Зададим на а К [2 . бе следующую градуировку. 
Многочлен . 2 = И 4 ‚ если 








не 
Гы 


ы м см ил, кБ , я 
р № а. В ел } б лек. 


Такой многочлен называется квазиодноролным. Такая грацуиоровка 
алгебры многочленов однозначно характеризуется условием: 
40: =м;. 

ТА 
дуиоованной алгебры Д ‚ что \/ = © Тл А, = ФЗ. 


Фактор градуированной алгебры по градуированному идеалу - 


адуированным лом называется такой идеал О рва= 





— градуированная алгебра. 





Градуированным модулем называется модуль т над градуи- 
рованной алгеброй А ‚ снабженный градуировкой М = 
аа М. так, что .< м 
-© М. («2) зкзю АЕ М, < Мы, 

> М 


Гомоморфизм градуированных модулей М и Г. степени # — это 
: 4 ; 

гомоморфизм %: М —>[. , такой, что 4 В | а Е 

Замечание. Практически все понятия обычной теории колец 

и модулей над ними имеют градуированные аналоги. Далее мы не 


будем на этом специально останавливаться. 
Пример. Пусть А — алгебра, = идеал в А : М есть ТА 
-модуль. 
Положим 
= РА — Ау 5 тм 3 
М; = Мимо а д 
Легко видеть (покажите!), что М; есть градуированный р 


-модуль. 





8. Пороективный спект 
Пусть А = К 54...20 и пусть В (х:)= и 
Х- градуированный идеал В А р р — множество пря- 


м 





мых, проходящих через начало координат в пространстве к 


Проективным алгебтаическим многообразием, отвечающим 





“| 
идеалу. $8 называется подмножество К р ‚ составленое 








20 


из таких прямых Г. что для всех к < у, [№ (х)= 0, Се я 


Кольцо. А нетерово, из этого ны к идеал ры поосхдает- 


= 


Проективное алгебраическое кий ВНЕ я 55= 


ся конечным набором ОДНоОЗОДНыЫХ ПОлиНО ©, 


стоит, таким образом, из прямых И таких, что У 9 . (ха... 

Хи \=0, Ве... 52%) — однородные координаты ‚Я . Мы говорим в 

таком случае, что многообразие задается уравнениями ел м 6. 
т р это алгебраическое многообразие обозначают сим- 


волом Р чо] (А/;). 


Замечание. Воли а С, т Рае] (А/;) наделено стоук- 


турой топологического пространства. Рес: 2} ( и ит) есть Ост 
и-4 

анство | Бол — много- 

ранств Ра | (Д)= бр. о Рь] (А/т) много 


образие с обобенностя размерности 9 . № разовьем впослед- 
ствии технику, которая позволит нам в частности чисто алгебраи- 
чески определить число <. 

Определение. о функцией на | Е ре назызает- 
ся такая функция #: К ОУН -> { Ги 5 ‚ которая прямой й 
с однородными координатами я их а ) относит число 


т р [# ди Й › - однородные полиномы одинако- 
Чи Сео жа) 9(#\ = Я м 
вЫх степеней; Е ) = >2 , если 2 (№, Жи)=0. 
Мы исключаем случай, когда Я х = Я, =0. 
-| 
Другими словами - рациональная я на, Е В` — дунк-. 
ция определенная на подмножестве 14 Ь^” ‚ состоящем из прямых, 


на которых , 5 я 
р г р* р и 22 Рациональные функции на. 
а суть выражения (2/32), 26; К,-5 - многочлены. 
Предложение. . 
Множество всех рациональных функций на, |. р ы есть поле, 


изоморфное полю частных алгебры К - 2% ет Жар. 





Доказательство. Лве рациональные бУНЕ ций можно очеведным 


образом складывать и умножать. Если 2 — рациональная функция, | 
з -{ 8 

тои . \ - тоже рациональная. Наконец, поставим в соответот- 

вие дроби “* д следующий элемент 


= 
поля частных алгебры (К 1%... | 


—= 


С. а Хи, 4) 


Ы: (2%... Жи-а, 4) 
Это соответствие и дает требуемый изомордизм. 

Пусть А = д о д се _ градупрованная алгебра дез 
делителей нуля. Полем частных А. ‘будем казывать поле, элемен- 
тами которого служат дроби ть ь дед; р < = А;. Складнываются 
и умножаются такие проби по обычным правилам. 

Отределение. Функция ое ао (“ а ж/ > (Ко) 
называется рациональной, если ° т 


а) р (Рад; (КЕ... ж И не равно тождественно 22; 


у Бо соиийые РЕ и-1 
0) существует такая тациональная функция + ма 1 р , 


что + есть ограничение [а на, Ре} Ен т )< |4 РА 
Если х — проективное алгебраическое многообразие, то симво- 
лом К ( Хх) мы будем обозначать поле рациональных функций 
на ) са | | 
Определение. Пусть у 7 у — пва проективных многообра- 
зия. Отображение 2 2 Хх —> У называется моффизмом (алгебран- 
ческих многообразий), если для любой рациональной функции “7 
на, у функция фт 0 $ есть или рациональная функция на Х 
или тождественное отображение д <> . Два проективных 
многообразия. Хх ) У называются изоморфными, если существуют 
два морфизма. Е ХУ | И у > У -> т такие, что 
Га: Х у И Я { . х —> У — тождественные отобоа- 


жения. 








м, 


Определение. Топологией Зарисского на проективном алгед- 





‘и 
раическом многообразии /х называется топология со следующими 


базисом открытых множест 


2 _ | / ) 
я ={х«Х зай Фек(Х). 
\ } З) 
Определение. Квазипроективным многообразием называется 
открытое по Зарисскому подмножество в проективном алгебрах- 
ческом многообразии Х . Рациональной функцией на квазинооек- 


на [9 рацио- 


нальной функции на Х . Морфизм квазипроективных многообра- 


ы 


ТИВНОМ многообразии Г называется ограничен 


зий определяется точно так же, как морфизм проективных много- 
образий. 

Множество рациональных функций на [9 образует поле. 

ь т 

Мы его будем обозначать символом Е (0 Е 

Опоеделение. Размерностью квазипроективного многообразия 
называется степень трансцендентности поля рациональных функ- 
ций на нем. 


Напомним, степенью трансцендентности поля м Бад К 


называется минимальное число элементов а и и а, таких, 
что расширение К: КС+ а р конечно. к. -) 
поле, порожденное : к, и элементами а В = к. 


Задача. Пусть Хх — проективное зногообразто И |Уд — от 
крытое по Зарисскому подмножество в Х. Пусть — \ 
> { К М о= — рациональная функция. Докажите, что Р= =о 
если ‚ суженное на о. ‚ равно нулю. Из этого следует, что 
поля К (х) = К (С) изомоофны. 

Определение. Рациональная функция на квазипроективном мно- 
гообразии называется регулярной, если она не принимает значе- 


ние ©®<2, 


В ое ВА ини от арен 

















Кольцо регулярных функций на квазипроективном многооб- 
азии У вн будем обозначать символом Е В м 
Примеры. 
м. 
к 2% К Ве — проективное алгебраическое а. 
м, 
Для того, чтобы это показать, нам нужно вложить к Р* К Р 
в проективное пространство [4 р так, чтобы образ был множе- 
ством нулей конечного числа однородных полиномов. 
`Толка, Кр” ве пара прямых ф.х ‚ пусть 4, 


‚ — их однородные координаты. Поставим в соответ- 
4 } И ка о р 


ЕЕ 
ствие точке {хф, прямую ЕК с однородными коотди- 
натами те СЕ 5 Е: Е = говоря, мы построили отобра- 
$) Им А+ 


жение е. К о" х и р = а 
Пространство 1 (+0) (мч) мы отождествим с пространст- 
вом матриц < = \ } 1<( < И+1 ы 1< й < м1. . Образ отображения ф 
состоит, как нетрудно видеть, из матриц ранга 1. (Докажите.) 
Это значит, что образ задается следующими уравнениями: опреде- 
лители всех миноров матрицы [2; т порядка Ю равны НУЛЮ. 
2. Пусть (8 ( & и.) - множество И Е” размео- 
ности с ‚ содержащих начало координат. Е (4. и) — проек- 
тивное алгебраическое многообразие. Для доказательства упобно 


неа и 


воспользоваться языком форм. Пусть ©4 её к. - базис в 


[ к : АР 

пространстве У= < °. Алгебра форм УТ порождается элемен- 

тами . о е, ры Е. которые удовлетворяют соотношениям 

Рад 6 ве е; л 2; . Операцию умножения мы, следуя традиции, 

обозначаем символом Л.В частности, бл; =- бл 2; =0. 
хи её ё 

Алгебра, Л =@е/\ ‚ в пространстве ий —форм Л МОЖНО. 

6=0 Г к 
выбрать базис ео М... ды ге Произве- 
дение базисных элементов вычисляется естественным образом, 


например: 











(булбу)л (1^6,) = ал был ал = - бл 4 44 
= Аб ле, 6 = - бал ол фл ААА 


о и. ОН пространство в ра Выберем в № 2 
базис Ил .. М и рассмотрим р -форму ШлЖл. ЗАО = / | 
Воли о и" — другой базис в К Ето и лу, Аес-д т 


(Ре А) т СА % , _. А — матрица перехода от 
К | / в 2 ь: я 
г 5 И \ ее в и з --. . Это значит, что бор 


ма, УЛ а Ар С ТОЧНОСТЬЮ До константы определяется прост- 


фанством 17 . Мы получаем вложение 
Иа НИ > г САРА 


# 
где Р (/ — множество поямых, содержащих нуль в д 


ё 
Каждый элемент сбуе И | _ определяет линейное отображение 
9 (2): (= у т ее ‚ кототое пе ут 7 Мы 
Лемма. 12 < а лежит на прямой (№) < С Ге: и.) 
в том и только в том случае, если 
Ге 9 (ш) = КИ. 
Воли («) не лехит на такой прямой, то Ра | 9 (м) > Г 


Доказательство. Если (^) лежит на прямой Ф(и/), то 
Кег9)- - |  (проверьте!). Обратно, пусть И/= (ег 9 ) 


Выберем в ^/ базис. = и, ы У так, что Ул. И = 
— базис в И . Пусть ‚бы. | аи А: 
сли набор а: р не вил ТЕХ ‘бисла и и Ч. т и 
7). 
то бло . Это означает, что все о в. ‚ чо 
9 Е. 
ме ЗАД . Если размерность ядра > @ ‚10 &ш=о. 
и), | 


Лемма. доказана. | | 
в. т | } й 
Каждому < / ставится в соответствие матрица 
В 
преобразования \/ —> 7 У . ииноры порядка 4а-М- @+4 
т Я 
этой матрицы - однородные полиномы на /\ (№). они и опреде- 





р, \ 
ляют алгебраическое многообразие (а (. г. =). 


Предложение. Пусть а Ма проективные алгебраичесяло 





, ие 
многоооразия, тогда. ХхУ — яяезб раическое многообразие. 


Доказ зательство 


и я ы 
Многообразие х вложено & и р и задается там ураз=е- 
и 
р. 5. 
НИЯМИ фа, т у у вложено в КО и задается там 
К и И, 
и о ыы р о „ - Согласно примеру 1 ев" 


вложено в |< 5% ый. . В этом пространстве многообразие 
И и задается следующими уравнениями. Пусть. а: 
се ик , В 
— координаты в | (1=(< и, р | 
Т. группа уравнений: 
Все миноры (8х2) матрицы ‹ а; 15 равны нулю. 


П. группа уравнений: 


т. (а Ри. чин =О (14658, 15]5и,+1) 
С, (^з 5. ее 


Задача. Пусть \/ -. о пространство над ве 
= 


на Е рее, (594.5 и,41 ) 


уе 


Флагом в М называется набор подпространотв 


9 = а И И Е. а М: =2. 
Пусть р — множество всех флагов. Пе ы что в про- 
ективное алгебраическое многообразие. 

Задача. Докажите, что к р ть изоморфно многообразию, 
заданному уравнением 2%.“ + 9 ее 2о 

Мы привели основной (неполный) список определений о проех- 
тивных алгебуаических многообразиях. Неформально говоря, прозх- 
тивное многообразие - геометрический объект, отвечающий одно- 


родному идеалу в алгебре К [ха ,... у ма 





$6 


‚ Многочлены Гильберта. Теорема Гильбеота о сизигиях 


у 


\ 
1. Многочлены Гильбеота. 


В этом пафаграфе Д. — гоадуированная нетерова алгебоа 


такая, что Д - конечномерная алгебра. Пусть ры — конеч- 


[*) 
о. й 


норожденный градуированный А -модуль. 

Алгебра. и конечнойзрождена, это, в частности, означа- 
ет, что </ к А; < >> . Из конечнопорождекности модуля 
УЕ т. что а РВ < >>. Поставим в соответствие 


модулю в следующий о ряд Лорана 


т Е) = 2. @ы, И, 2. 


Е А 
ие 56 
емма. Пусть о -> и елка. Гы 
— точная послеловательность градуифозанных модулей, приче 
т 
гомоморфизм у имеет степень 2“, Тогца 
“? 
_@,-=й 
- 24 { г ы 
Ем, В): се )+Ё ОЕ) = 
| аль и 
О И 


Локазательство непосредственно вытекает из определений и мы 
оставляем его читателю. 
Пример. а) Пусть А = Е ‚ еж: = 4 в 
3 — свободный одномерный модуль, /1 Е = А; . Тогда < (1; 
равняется числу разбиений (упорядоченных) числа ( в сумму 
не более, чем А слагаемых. Число таких разбиений фавно 
4(2) = (20) (2). ..(и-+) | 
(и-! ) 


= с Е - 
С (М, й (1- Еу- 


© 

















зе бана 


> 
ыы 


. р \ . ь 
4 (() ши СРО - многочлен от & степени И-1. 
6) Пусть Д = КЕ] ; гы 25 = ^^: , М /\. 
и пусть м — наименьшее общее кратное чисел ео И 


Га 


Тогда для любого 2. функция 2 Г 2М) — многочлен от с 
при достаточно большом (. (докажите). 
ее Е) = ИН = 7 (иро@рете). 
Е о 
| ‘Теорема. (Гильберт-Серр). 
Пусть А = А .2А, © ен — градуированная алгебра, 
Аз — конечномерная алгебра и А | порождается множеством И 
Пусть М. _ градуированный конечнопорожденный А —МодулЬ. 
Тогда существует такой многочлен одной переменной р д Что 
ИН ба а (6) при достаточно большом (, (т.е. 


с м. и 


-1 | Такой многочлен мы будем обозначать символом ви. ) и 


- называть многочленом Гильберта. г 

] > Террем аа У 

й- > г Доказательство\ зроведем индукцую по размерности А 4. 

: р 

] Если Ч, Да = О , то утверждение теоремы очевидно. Выбе- 


| 

| рем в А. элемент и й оассмотрим февую последовательность 
| 

| Я — А! 
о> М М —> и И. 


5С 5 
—> - 5то оператор умножения на .2>х , ясно, что > _ 
— гомоморбизм степени 1. На модулях М. (и Аи г оператор умно- 
жения на 3. действует тривиально. Иначе говоря, А и ТА > 
градуированные А И») —модули. Алгебра, А й (х ) традуирована 
Ь . ва й бъазом к т при- 
И лы (Дж), = Чи: Таким образо ‚1 ИИ и > Пр 


НИ 





| 
| 
| 
1 
ы 
з 


ЕН ЗН 














менимо ‘предположение индукции. Пользуясь леммой, получим, что 
4 )- 4 (‹-1) — многочлен при достаточно больших (.. 

Пусть Я (с) — ты. = (о. ‚ где е (с) — полином. 
Легко показать (покажите), что существует полином @ ‚ та- 
кой, что 

0) - 96-4) = ©) 

Указание. Примените индукцию по степени многочлена, К ) 

Положим [659528 | 

Тогда при достаточно больших ( ИЕ Ее 

‚ Т.е. (2) = сви. 
Иначе говоря, а а (6) =- Е при достаточно боль- 
ших с . Теорема доказана. 

Многочлен Гильберта одномерного свободного модуля 1 мы бу- 
дем называть многочленом Гильберта алг ебры и обозначать т ( у 

Замечание 1. Из доказательства, теоремы вытекает, что сте- 
пень многочлена :м не превосходит 4 Гил А Е 1 ы. 

Замечание 2, Пусть А: = А @ А. @... - градуированное 


кольцо, р элементами 9%. .... 222, 3 =: 


„И ТЫ РЕ‘ радуированний конечнопорожденный А модуль. 


М — наименьшее общее кратное чисел И . Тогда 
можно показать, что при достаточно большом. с знражение 
а Мо. я — многочлен от (, (се РА ). 

Замечание 3. Пусть ый (неградуированная) нетерова ал- 
гебра и _} — идеал в А конечной коразмерности. Положим 
22} = = Ч ы т ‘Иена . Из теоремы Гильберта-Серра выте- 
кает, что при достаточно больших (, (6) — ПОлЛиНомМ. 

Определение. Пусть Д = 4, @ А ;‚ ера 9 градупрозван- 
ная нетерова, алгебра, м А. <=> —, порождаемая А д Раз- 
мерностью а АА такой алгебры называется степень ее много- 


члена Гильберта. 











=—4 
—- 
—4 
е + 
—— 
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в. ТБОРЕМА ГИЛЬБЫРТА 0 СЕ 





Пусть 8 —колЬЦо И М модуль. 


Определение. Резольвентой аа называется точная последо- 


вательность В — модулей: ` -} 


Пример. Пусть И: Тр — система образующих моду- 
ла №. ое = целое неотрицательное или равно оесконеч- 
ности. Положим  Р= В еб ®.. ФБ (С ра ) . Иначе говс- 
р. в свободный В - молуль ранга р О элемент 

Ее затиовавотол в виде 6: : : ь —образую- 
щие. Р., ве ге КотесйВенное отоброжение т 21 > 
Г а Е; В: ) есть сюръекция. ядро 

в а инте а как модуль соотношений между о 
а Е. . Действительно, элемент ри Я; = 


Е а ‚ если РЕ. ==0. Выберем в фе «1. и 90 


зующих Т д, ( Ц, быть может, равно ©®® ) и отобр 
воза ) Г я В | к Г 
зим на й- о’ свободный {В -модуль ф, ранга и. . 
сы т [, > Сечь „.Гомолирфизм а д определим как 
композицию 4: :Р, -> Кегаь и вложения Кега[, >Ё. 
Образ ох есть в точности ядро ВЯ Мы построили следующую 
точную ОВ ПЕЕВОСТЕ 


а Е 


к 
ы 

ы5 
ра-- 


вые. 699 


2 
<^ 


Этот процесс м. продолжить, т.е. построить свободный модуль 9 


и отображение <), :{ —> т так,чтобы была точна 


р 


ЕСИ а Ре “р =... 2% 
Таким образом, шаг за м. мы строим резольвенту а : 
Смысл этой резольвенты: Г о Отвечает системе образующих в нм 

т д-соотношениям между образующими, {ъ-соотношениям мех-- 
ду соотношениями, ит.д. 
Определение. Резольвента ( -Х ),в которой все модули 


Ю о’ Юл, ...... свободны называется свободной резольвентой.: 


Резольвента ( %\ ), в которой вое модули Ко, Рлд.-..- 
проективны, называется проективной резольвентои. 
Определение.Конечной резольвентой длины. И называется сле- 
дующая резольвента: 





= |= м = = .. ©, = О-=@< 0%. ... 


Пример. Пусть В = К И И = В —тривиальный модуль, 





т.е. Л -одномерное пространство кэл К 


и 


з 
ром умножение на © тривиально. Тогда озободная резольвента Е 
выглядит следующ ы образом: 
реа < ЕЕ, < КРЛ, 0 и, 
Здесь ИЕ й КС [5%]. -свободные модули с образующими 
И Ел, <( Е = 56. в И </. (3585 )=0 
с, ен. к: модуля И | | 
; 7 йе о 
Пример. Пусть В = ( ЕЗ 4 х Е и Л в-тривиальный 
Ее и. резольвента мол О т. . 
а» 9. 
1 и. Вел == Е2 =—— Ва, = эээ 
о Е. образующая 24 | Е Е } =0, 
лы ый ‚ с =0,Т,2,... 
4, 2, = ее, ы ве, хоь ы 
Проверку точности этой О одозаенясн мы оставляем чи- 
тателю. 
Напомним важное для нас понятие комплекса. Комплексом мо- 
дулей НАНТ р модулей и гомоморфизмов 
Мо = 2 Мо < ты 1 
такая, что при любом © композиция я. р =0 =. | 
Число И. -длина комплекса, И. может равно > т 
Определение. Модуль [. = о; / Не, оф Называется 
» дс - 
модулем (, -мерных Гомологий комплекса: А. и. о 
Н. = @гд,. 
Определение. Комплекс называется ацикличным если `все модули 
6 =0. и | 
Резольвента-ацикличиый комплекс. 
| > 
Теорема Гильберта. о сиРизиях. 
Пусть Д = | в в” а . 
Т.У любого д “иодуия” существует проективная резольвента 
длины И. 
2.Пусть 
о=. Мер. = 4 ВР, =. = Вы Ре... 


-проективная резольвента модуля а о образ гомомердизма, 
р к = БА -проективным модуль. Иначе говося, 
проективной резольвентой является следу н- последовательность: 


а ея ре т бе м бо 








| МЕ м 
Модуль над алгеброй К] х { линейное а 
полем К и операт __ умножения на м: У->? Е. . Аналогичио,мо- 
дуль над алгеброй К К (х ее а -линейное пространство 
— $ р 

\/ над К и И линейных она: х; :М>У ко- 

мутируют друг с другом. О, ОЙ: 49 
4 9 





Предложение. 

Т.Пусть /1 -модуль кад алгеброй К | осое 4 2 „ У 

а М —модуль над алгеброй Г. хуи оу о . Тогда на 

линейном о: Мей есть естественная структура й 
[5 Ре К и Г. -модуля. А именно 

Хх; (теф )= (ем) ли ЕСС 


а , 9 ч 

хи (м4 )= мох и 4 в. если }<2< И+иф. 
здесь ме /1, : вв у операцию пад модулями мы суцом 
называть внешним тензорным произведением и ооозначать смиво- 
лом [Я з 
&.. ШУСТЬ и: Ил Ио —гомоморзм 
модулей и 17 > -гомомордизм КС 
лей. Тогда отобра нение ИМИ : Л м1 -> М2 в/с. 
определяемое формулой: ИВУ (м®и )= Ц Ил) м (ма 
О и. < АЛ ) есть гомоморамзм а, а 
модулей. 
Доказательство. Для ‘доказательство утверждения пункта Т доста 
точно проверить, что отображения 5; : Мв\№-—> М уу 
‚ коммутируют. Это очевидно. Отображение {4 м И’ -гомомордизм. 
Действительно, | 

ИИ (У; (ми) )= ВУ (Е: Ми) = 
ви (5х; (м )) @И (и) = (лм им )= 
= (ивиу) (меги). Ем уп оси про- 
верка аналогична. 
Замечание; Я родлонение означает, что мы построили функтор, ста- 
вящий в соответствие двум модулям над алгебрами Кг: ат ма, 


7 
=— 
Гы 
\. 
< 
гы 
| 


[^ 


са 91, и а модуль над алгеброй И и ет ее 


Лемма. Внешнее тензорное произведение двух свободных о 
свободный модуль. 

Проверку этого простого факта мы оставляем читателю. 

Тензорное произведепцие комплексов. 








Е ый, 
[4 - 


два комплекса векторных пространств. | 
Построим теперь следующую омстому линейних пространств и томо- 











мордизмов: | 


] | , 
МФИ, ет И, в И, кА И 


\\/@У, = АА > Фу, = 


Ар На Й | 4. 
РАЗА Е \И, в И, =— И, вИ,=—. 





Здесь Ки ® у г произведение линейных прос 


ространств 
Гомоморфизмя "а г. @ (' аи 6 и. есть тензорное 
произведение ромоморфизма би Че И й | и тождествен- 
ного гомоморфизма # а и ‚аналогично гомо- 


морфизм Ио р _ и. и И есть тен- 

зорное т - обдественноро Я рфизма ии. > №. и 

гомоморфизм: и, — Зы 

аль 2“ ыы т А. и . На линейном пространства 
действуют В опе Она р 


И. = Аз ф ‚И Вф = 


2} 
Уз И | Нетрудно видеть, что 
а теперь на ФИ оператор В . Этот оператор дей- 
` ствует на вектор Фе | @ \. следующим образом 


в + НЕ Б 


| Нетрудно 1 показать ‚что 8. и АВ -БА =0. Заметим, что 
| А -Е АА ен + В“ =. 
Положим ( М/И ФУ и. ® \ ==. Оператор 


АДФВ СИ те Из \/). | 


Определение. ензориим произведением р. комплексов А И 
(а), = (>И), = 

СИ/) называется комплекс 0] (Узи 14 

где р: (У)=(А+8 та . 

Предложение, Предположим, что комплексе А 

комплекс Из НИ" ацикличный. 

Доказательство. Заметим прежде всего, что Кез д Е Ги А 

Действительно, пусть А Ф =0. Запишем ф в виде 4 = 27 деи, , 

где \м/„ &® д © 8 Е ° и вектора Ма 

линейно незявисимн. бана. ч70 такое представление возможно). 


ацикличный. Тогда 


Тогда А Ф = р Аы 
при кахдом °% . Ком 
элементы М/‚ ‚что Ч м, = 

ы Е Мио ‚ Теперь 
ству предложения. Пусть 
я й т в р лы 

Из а. р; 8 
мент ©, < = = м 
2-0: й =“ 


аи о 


| мы 















вс следует, что 





й о 
Ы, =0 и существует 


9, и —. Ид Е: Тогда ры а (5, И 
не оне тде Ве МФИ 


В результате по лучи, 2” 
Я =. СО, + © 

Предло; жение доказано. 

Предложение. Пусть (\/) 
а (М ) -комплекс КС 
вим каждое и“ - 
-модулем в \/ 
мой таких о ги 





© 


И®\ ) с прямой 


> 


Мы этот коме 


комплекс Е и Рбичьна А | 
лекс будем обозначать символом (И 
Доказательство этого а 


(Нужно проверить, что & 
`-модулей.) Мы оставляем 
Основной пример. 


= ыы 2 = 2 


с. о 


> 


‚Пусть А. —колыю многочленов 


ной И и; ‚ -следуЕ 





ий ацикличе ский комплекс 


Е : 
\ Я] Гы 
ТЕ: и М. р 


Здесь 4 А, —-тривнальный 
} & 
свободные °Д. -модули. 
Г & 


лекса очевицна. 





модуль, р. ат 








Прето кение. Комилемо & [2 т 


= К в, в ра ил НА 


в МОДУЛСИ И тн о 57 
= К, 

Все утверждения этого 

Этот комилекс незываетс 















щоказательство пункта [ тооре 
— Пусть М - АИ по а „- 
Пуст & -модуль, Сам и | 
=. и | Е, < с И, : * РИ ий ых 
М комплекс д —модулен длины 0. (СА. эъ = е да не” я 


0 
1“ ь ы г —модулей и /1 Я К = 
-ациклический комплекс кг г ей ‚ |  -модулей. 


Комплекс, 4 а К 


`Ж -комплекс Кошуля (ГУ 





Пусть Ф -гомоморфизм. Д — И. РЕ. м такой, 
чо: № и т Е . Том В. \? опреде- 


ляет на каждом О ...,5,.1- Модуле структуру ДА -моду- 


ое = 


‚ля..Таким образом, пос адовательность в. ) можно рассматри- 
вать как точную последовательность Д -модулей. По другому 


$ 


‚Это можно сказать так: Д —модуль-это ранство и 
И. коммутирующих линейных преобразовений. Эти преобразования 





Ре ОПТ А чаи ГА ОЙ: й 2” 5; й 5 т 
На Иры. ) 26 - модуле СУТЬ Я м ат а и. же“ | 


Нам осталось сказать, что А —модули (К: (4) свободны. 
Вообще ‚справедлива слелующая лемма 

Лемма. Пусть и ежу д модуль. аа Лим на ЛА о А струк 
туру Д модуля следующей формулой 


(лФр) = м} + и р) р м=М, ред 


й И ИзА _ свободен. 
и м, , о. ей с а м, К, 
ра _ А. Для того,чтобы это показать зведем на /М > | 
Е р < |. 
‚ | 9 


следующую фильт ие 5 ме М: ве ЗИ ©. АД: где 
з м 
м. и ‘во многочленов степени хе ``. 

| 


МИ, < //, . 


ММ, и ранство,‚натянутое на образующие (т.е, с базисом ич; 91 

). Множество (№; 914 ь си 

Де ты пус ти 45 ыы о ии = к) им : 
А 


Ай за бути ел 
р. < И у Е Ре 1. з ти — Их 4. „ Нат рудво пров 8 ИТЬ эзаО 
а з 


ом и р ГИР ‚ {9:22 } 
№ р Ы 


применим ту о процедуру, в конце ко 





стема образующих. 


й 


ры 


и А "<. Е 





< 






® и С: Се пу © & Из; ©] 
ношении. Пусть 2: И = В МНОЖССт 





гочленов ов а мпогочлены мост ьной стелени 
это 6. ‚0. ОИ и ) А „. ото невозможно. 
нь ® 
Це ЕВЕ и: теоремы Гильберта о 





Ч Не и») 
р додано, 





